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Abstract
On a compact Riemannian manifold (Vn, g) (n > 2), when the conformal Laplacian L is invertible, we
show, under necessary hypotheses, that if the Green function GL of L is of the form (here r = d(P,Q))
GL(P,Q) = 1/(n− 2)ωn−1rn−2 +H(P,Q) with H(P,Q) bounded on V , then
lim
r→0 r
1−n
∫
∂BP (r)
H(P,Q)dσ(Q) > 0.
Applications to the positive mass conjecture and to the C0 compactness of the set of the solutions of the
Yamabe equation.
© 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.
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1. Introduction
Dans cet article (Vn, g) est une variété Riemannienne compacte dont le Laplacien conforme
L = Δϕ + n−24(n−1)Rϕ est inversible. Si sur un voisinage Ω de P ∈ V,g est plate, la fonction de
Green GL de L en P s’écrit avec H(P,Q) harmonique (r = d(P,Q)) :
GL(P,Q) = 1/(n− 2)ωn−1rn−2 +H(P,Q).
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g ∈ [gcan] pour laquelle H(P,P ) = 0.
Plus généralement si H(P,Q) s’écrit H(P,Q) = A+O(r), on aurait de même A> 0.
Schoen et Yau [14] traitent du cas n = 3. Ils prétendent que leur preuve s’étend à toute di-
mension. Plus tard Schoen et Yau [15] prouvent la conjecture lorsque la variété est localement
conformément plate. Ce résultat n’est pas étonnant. Considérant les travaux de Kuiper [7] et
ceux de Schoen et Yau [15] le problème sur la variété (Vn, g), dans ce cas, apparaît analogue
à celui des quotients de (Sn, gcan) par un groupe discret : Vn = Sn/G, notons Π la projection
Π :Sn → Vn. Soient P,Q ∈ Vn, GL(P,Q) =∑ki=1 GS(P˜i, Q˜) pour P˜i ∈ Π−1(P ), k le nombre
de points dans Π−1(P ), GS la fonction de Green de L sur (Sn, gcan), Q˜ ∈ Π−1(Q).
HL(P,P ) =
k∑
i=2
GS(Pi,P1) > 0
car on sait que HS(P˜ , P˜ ) = 0 (voir plus bas) et GS(P˜ , Q˜) > 0 sur V. Pour plus de détails, voir
Aubin [2].
Puis Schoen [13] prouve la conjecture jusqu’à la dimension 7 par récurrence sur la dimen-
sion.
Pour une bonne compréhension de cet article il ne doit pas être inutile d’avoir lu Aubin [3],
le premier article de cette série de quatre articles prévus sur ce sujet. En particulier, la définition
de l’entier ω  0 pour un point P ∈ V fixé. W étant le tenseur de Weyl, ω est le plus petit
entier pour lequel ‖∇αW(P )‖ = 0 lorsque |α| <ω (α un multi-indice). On étudie la fonction de
Green GL(P,Q) de L supposé inversible pour la métrique g ∈ [g¯] (g conforme à la métrique
initiale g¯) pour laquelle |g| = 1 dans un système de coordonnées géodésiques ((r, θ) ou {xi}).
Pour l’ existence de g dans une boule BP (r0), voir Cao [4] ou Günther [6].
2. Préliminaires
2.1. Étude de la variation infinitésimale de ∫ RdV
Soient (Vn, g) une variété Riemannienne et h un tenseur 2 fois covariant symétrique tel que
g˜ = g+h soit une métrique Riemannienne. On sait que les Cjik = Γ˜ jik −Γ jik sont les composantes
d’un tenseur. Pour faire les calculs, on se place dans un système de coordonnées normales pour
g en P (Γ
j
ik(P ) = 0). A partir de l’expression du tenseur de courbure en fonction du tenseur
métrique et de ses dérivées premières et secondes
Rlkij = ∂iΓ ljk − ∂jΓ lik + Γ limΓ mjk − Γ ljmΓ mik ,
on trouve
R˜jk −Rjk = ∇iCijk − ∇jCiik +CiimCmjk −CijmCmik.
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la matrice (g˜jk). Si h est infiniment petit, l’accroissement de l’intégrale de la courbure scalaire
est
δ
∫
R˜ dV˜ =
∫
Rij δg˜
ij dV +
∫
gjkδR˜jk dV +
∫
Rδ
√|g˜|dV.
Comme au premier ordre gjkδR˜jk = ∇i (gjkCijk)− ∇kCiik est une divergence.
Proposition 1.
δ
∫
R˜ dV˜ = −
∫
hijRij dV + 12
∫
Rhijgij dV .
2.2. Le cas de la sphère
Soient P ∈ Sn et P˜ le point opposé sur (Sn, g¯can) la sphère de rayon 1, dV = (sinρ)n−1 dσ dρ,
ρ étant la distance de P à Q. La fonction de Green de L en P et celle en P˜ sont chacune un
multiple de Ψ = [sin(ρ/2)]2−n et Ψ˜ = [cos(ρ/2)]2−n, respectivement. Pour la métrique
g = Ψ˜ 4/(n−2)g¯can =
[
cos(ρ/2)
]−4
g¯can, r =
ρ∫
0
[
cos(ρ/2)
]−2
dρ = 2 tg(ρ/2),
dV = sin(n−1) ρ[cos(ρ/2)]−2n dσ dρ = rn−1 dσ dr. De même pour g˜ = Ψ 4/(n−2)gcan =
[(cos(s/2)]−4gcan avec s = d¯(P˜ ,Q). Soit δ > 0 petit, et la boule BP (δ), δ distance au sens
de g (δ = 2 tg(ρ0/2)).
Considérons la fonction ϕ définie par ϕ = [cos(ρ0/2)/ cos(ρ/2)]n−2 dans BP (δ) et ϕ =
[sin(ρ0/2)/ sin(ρ/2)]n−2 hors de BP (δ).
Comme ϕ ∈ H1(Sn), I¯ (ϕ), (n−2)/4(n−1) fois le numérateur de la fonctionnelle de Yamabe
(Yamabe [15], Aubin [1]) a un sens. Dans BP (δ), R = 0. Hors de BP (δ), R˜ = 0,
I¯ (ϕ) = ωn−1
∫
∂Bρ0
∂ρ(Ψ˜ −Ψ )(sinρ)n−1 dσ
= (n− 2)ωn−1(sinρ0)n−1 12
(
tg
ρ0
2
+ cotg ρ0
2
)
= (n− 2)ωn−1(sinρ0)n−2.
On reconnait là la caractérisation de la masse imaginée par Hebey et Vaugon [8]. Ici sinρ0 est la
distance de P au point (ρ0, θ).
Il est ainsi montré que pour la sphère A = 0. Cette preuve, au moyen de la fonction de Green
de L vue comme la solution d’un problème variationnel, se généralise aux variétés, en général.
C’est ce que nous allons faire dans la suite.
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Sur (Vn, g), n > 2, le Laplacien conforme est supposé inversible. Dans B(2r0), r0  δ > 0,
G (normalisée) s’écrit
G = 1
rn−2
+H(r, θ),
avec H(r, θ) ∈ C∞ sur B(2r0) \ {P }. (r, θ) est un système de coordonnées géodésiques polaires
en P , |g| = 1 dans BP (2r0).
Dans un prochain article nous affaiblirons les hypothèses que nous prenons dans le théorème
qui suit, ces hypothèses étant suffisantes ici pour démontrer le théorème de la masse positive.
Théorème 1. Si H(r, θ) est borné, et si
∫
∂B(r)
R dσ = O(rα), avec α > n− 4, alors
A = lim
r→0
∫
∂B(r)
H(r, θ) dσ  0.
Démonstration. Considérons le numérateur de la fonctionnelle de Yamabe [16] sur W =
V \{B(δ)}
J (ϕ) = 4n− 1
n− 2
∫
W
|∇ϕ|2 dV +
∫
W
Rϕ2 dV
pour tout ϕ ∈ H1(W) avec ϕ/∂W = 1. Soit m l’inf de J (ϕ) sur cet ensemble. J (f ) = m, f la
fonction minimisante.
Posons ψ = kδn−2G(r, θ) avec k = 1/(1 + Aδn−2). ψ vérifie l’équation d’Euler de J et au
bord ψ(δ, θ) = 1 + k[H(δ, θ)−A]δn−2.
Calculons J (ϕ) avec ϕ = ψ − k[H(δ, θ)− A]δn−2χ(r/δ). χ vérifiant χ(ρ) = 1 pour ρ < 1,
χ(ρ) = 0 pour ρ > 2 et −2 < χ ′(ρ) 0. On trouve
J (ϕ) = J (ψ)+O(δ2(n−2)+β), β > 0.
En effet le terme 8(n− 1)k2 ∫
W
r1−n[A−H(δ, θ)]δ−1χ ′( r
δ
) dV est en O(δβ) avec β  1 car
∫
∂B(δ)
[
H(δ, θ)−A]dσ = O(δβ).
Les termes avec dérivées en ∇θ comme
−8n− 1
n− 2k
2
∫
W
∇θiH(r, θ)∇θiH(δ, θ)χ
(
r
δ
)
(δr)−1 dV
sont en o(δn−3). En effet on connaît explicitement H(0, θ). Quant aux termes avec la courbure
scalaire comme
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∫
R(r, θ)G(r, θ)
(
H(δ, θ)−A)χ( r
δ
)
dV
en O(δ4), car R = o(r).
Pour tout γ ∈ H1(W) avec γ /∂W = 1, J (γ )  m = J (f ), f la fonction minimisante. De
même posant f˜ = f + k[H(δ, θ) − A]δn−2χ(r/δ), J (f˜ ) = J (f ) + O(δ2(n−2)+β). Ainsi nous
avons
J (ψ) < J(f˜ ) = m+O(δ2(n−2)+β) J (γ )+O(δ2(n−2)+β)
avec
J (ψ) = 4(n− 1)ωn−1δn−2
[
1 −Aδn−2 +O(δn−1)].
Faisons une démonstration par l’absurde, supposons A<0. Prenons γ (r)= sup{0, [δ/r)n−2 −
δn−2]/(1 − δn−2)} avec  > 0 petit, on prend  = −A/3. Si r2−n0 < −A, nous pouvons
conclure tout de suite que l’hypothèse faite est absurde. Si non il faut modifier g lorsque r > r1.
La métrique g ∈ [g¯] est parfaitement définie dans B(r1) la seule pour laquelle |g| = 1 dans un
système de coordonnées géodésiques (δ 	 r1  inf(r0,−A/3c)), c une constante qui ne dépend
que de n, voir plus bas. Hors de B(r1) nous prenons g telle que D˜ = d(P,Cut(P )) soit grand :
D˜ > 1/(2−n) et R petit : | ∫
∂B(r)
R dσ | 2krα1 pour r > r1, ce qui n’est pas incompatible (si on
multiplie g¯ par c˜ > 0, R est divisé par c˜ ; ici R devient nul ou négatif). Le troisième terme, du au
faite que |g| n’est plus forcement constant, est absorbé par −Aδ2(n−2)(n − 2)ωn−1/3. De plus
en faisant un changement de métrique conforme moyennant une fonction ϕ(r), on peut toujours
faire en sorte que
∫
∂B(r)
|g|1/2 dσ = 1 pour tout r . On en déduit que le terme principal en δ
donne (
1 +Aδn−2)−1  (1 − δn−2)−1 + 2cδn−2rα+4−n1
vu les choix de  et r1, cela montre que A 0. 
Remarque. L’article étant déjà rédigé, je m’aperçois qu’en utilisant les mêmes idées, on peut
montrer le résultat plus rapidement avec moins de travail. La métrique g est comme précédem-
ment telle que |g| = 1 dans BP (r0) avec le système de coordonnées géodésiques (r, θ). De plus
on choisit g de sorte que la courbure scalaire R soit nulle hors de BP (2r0) et vérifie pour r < 2r0,
| ∫
∂B(r)
R dσ | < krα , α > n− 4. Posons h(r) = ∫
∂B(r)
√|g(x)|dσ. h(r) = 1 lorsque r < r0.
Dans la fonctionnelle J nous allons prendre cette fois-ci γ fonction de r vérifiant : γ (δ) = 1,
γ (r) = γ (2r0) pour r  2r0 et pour δ < r < 2r0
rn−1γ ′(r)h(r) = (2 − n)δn−2.
Il s’en suit que
∫
∂B(r)
Δγ
√|g(x)|dσ = 0 d’où vues les hypothèses :
J (γ ) 4(n− 1)δn−2ωn−1 +
∫
W
Rγ 2 dV,
le dernier terme étant en O(rβ)δ2(n−2) avec β  1. On trouve ainsi plus rapidement A 0.0
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∫
∂B(r)
R dσ = O(rα) avec α > n − 4 et si la variété
(W,G4/(n−2)g) n’est pas à courbure de Ricci nulle, alors A> 0.
Démonstration. D’après le Theorème 1, A est non négatif. Considérons la métrique
g˜ = {χ(r/δ)+ [1 − χ(r/δ)]G}4/(n−2)g,
g˜ ∈ [g], R˜ = R dans B(δ) et R˜ = 0 hors de B(2δ). De plus G˜ = G dans B(δ) et G˜ = 1 hors de
B(2δ). Ainsi A˜ = A 0.
Soit h un tenseur deux fois covariant symétrique de support hors de B(2δ), et considérons la
famille de métriques gt = g˜ + th avec |t | < ¯, ¯ assez petit pour que gt soit définie positive. Sur
B(δ), Gt = r2−n +At + (Ht −At). Notant g˜t = G˜4/(n−2)gt ,
R˜t G˜
(n+2)/(n−2) = 4n− 1
n− 2 Δ˜t G˜+RtG˜ = (Rt −R0)G˜,
G˜t = GtG˜−1 = 1 + (At − A˜)rn−2 + o
(
rn−2
)
est solution de l’équation 4n−1
n−2 Δ˜t G˜t = −R˜t G˜t , G˜t (P ) = 1.
Pour tout t , R˜t = 0 dans B(δ). Hors de B(2δ), R˜0 = 0. Intégrons cette équation sur V par
rapport à g˜t
−4n− 1
n− 2 limr→0
∫
∂B(r)
∂ρG˜t dσ˜t =
∫
V
R˜t G˜t dV˜t .
Dans B(δ), g˜t ∼ r−4gt , dσ˜t ∼ r−2(n−1) dσ , ρr = 1, d’où
4(n− 1)ωn−1(At − A˜)
=
∫
V
R˜t G˜t dV˜t =
∫
V
(Rt − R˜)G˜Gt dVt =
∫
D
RtGt dVt ∼ −t
∫
D
hij R˜ij dV˜
avec D = supph, si le membre de droite n’est pas nul, d’après la Proposition 1. Vu notre hy-
pothèse, il existe D un ouvert hors de B(2δ) où la courbure de Ricci de g˜ est non nulle (il n’y
a qu’à prendre δ assez petit au départ). χ¯ étant une fonction C∞ de support D, positive sur D,
il suffit de prendre h = χ¯ Ricc(g˜) pour obtenir A˜ − At > t > 0 pour t petit. Nous avons alors
A˜ = (A˜−At)+At > t puisque At  0 d’après le Théorème 1. 
4. Conjecture de la masse positive
Sur une variété Riemannienne compacte (Vn, g), n 3, le Laplacien conforme L étant inver-
sible, pour que la fonction de Green (normalisée) de L en P : G s’écrive
G(P,Q) = G(Q) = r2−n +A+O(r)
avec r = d(P,Q), il est nécessaire que la courbure scalaire R soit en O(rα) avec α > n−4 dans
un voisinage de P (voir, par exemple, Aubin [3]).
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G4/(n−2)g) est à courbure de Ricci nulle alors c’est que nous sommes sur la sphère.
Théorème 3 (Théorème de la masse positive). Sur une variété Riemannienne compacte (Vn, g)
(n 3), dans le cas où le Laplacien conforme L est inversible, si au voisinage d’un point P ∈ V,
sa fonction de Green G s’écrit (avec r = d(P,Q))
G(P,Q) = r2−n +A+O(r),
alors A> 0 sauf si la variété (Vn, g) est (Sn, g) avec g ∈ [gcan], auquel cas A = 0.
5. Sur la compacité C0 de l’ensemble des solutions de l’équation de Yamabe
4
n− 1
n− 2Δϕ +Rϕ = ϕ
(n+2)/(n−2) (E)
puisque seul le cas positif pose problème.
La démonstration procède par l’absurde. On suppose qu’une suite de solutions ϕi est telle
que leurs maxima mi = ϕi(xi) → ∞ lorsque xi → P. Dans Aubin [3], ce sujet a été étudié, de
nombreux résultats ont été démontrés, qui pour certains avaient été prouvés par différents auteurs
notamment Druet [5] , Li et Zhu [10], Li et Zhang [9], Marques [11], Schoen et Yau [15].
Le Théorème 2 règle le cas où H(P,Q) est borné. Ceci se produit (voir Aubin [3]) lorsque
ω > [n−62 ]. Dans ce cas R(Q) = O(rβ), r = d(P,Q), avec β  n− 4, et comme la partie prin-
cipale de GR se présente sous la forme Δθf (θ)/r2∫
∂B(r)
R(r, θ) dσ = O(rα)
avec α > n− 4. Dans ce cas, d’après Aubin [3], A> 0 entraine le théorème suivant.
Théorème 4. Si en un point P
ω = ω(P ) > [n/2 − 3],
il n’existe pas de suite {ϕi} de solutions de (E) telle que ϕi(xi) = mi → ∞ avec xi → P.
De ceci on déduit, compte tenus de certains résultats de Aubin [3] :
Théorème 5. S’il n’existe pas de point P ∈ V tel que 2  ω(P ) = β(P )  [n/2 − 3], alors
l’ensemble des solutions de (E) est compact dans C0 (rappelons que β(P ) est l’ordre de R
en P).
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